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PROVA SCRITTA DI MDP, 16/01/2017
Eserizio 1 (14 punti) Tre palline rosse e tre blu vengono partizionate in modo asuale in tre urne in modo
he nessuna urna rimanga vuota. Segliamo una urna a aso ed estraiamo una pallina da quest'urna.
a. Veriare he il numero di Stirling S6,3 = 90.
b. Desrivere uno spazio di probabilitá he modellizza il fenomeno aleatorio. Quanti sono i risultati
possibili?
. Qual é la probabilitá he l'urna selta ontenga una sola pallina?
d. (*) Qual é la probabilitá he l'urna preselta ontenga un'altra pallina dello stesso olore di quella
estratta?
e. Siano X e Y il numero di palline rosse e blu rispettivamente ontenute nell'urna preselta. Qual é la
densitá di X?
f. Determinare E[X ].
g. Stabilire se X e Y sono indipendenti.
Soluzione.
a. Si ha S6,3 = S5,2 + 3S5,3, S5,3 = S4,2 + 3S4,3 = S4,2 + 3 · 6, S4,2 = S3,1 + 2S3,2 = 1 + 2 · 3 = 7 e
sostituendo otteniamo S6,3 = 90.
b. Per quanto riguarda solo il fenomeno della partizione possiamo segliere Ω ome l'insieme delle par-
tizioni delle 6 palline in 3 parti (e quindi |Ω| = 90). Volendo onsiderare anhe l'estrazione della
pallina abbiamo bisogno di prendere Ω ome l'insieme delle oppie (S, b) dove S èuna partizione ome
sopra e b è una pallina. La probabilità del risultato (A, b) è dato da 1
90·3·k
dove k è la ardinalità della
parte di S he ontiene la pallina b.
. Sia A l'evento ostituito dalle partizioni on sottoinsiemi di ardinalità 4,1,1, B di ardinalità 3, 2, 1
e C di ardinalità 2,2,2. Abbiamo
|A| =
(
6
4
)
= 15, |B| =
(
6
3
)(
3
2
)
= 60, |C| =
(
6
2
)(
4
2
)
1
6
= 15.
Detto E l'evento selta di un'urna on una pallina sola abbiamo
P (E) = P (A)P (E|A) + P (B)P (E|B) + P (C)P (E|C) = 15
90
2
3
+
60
90
1
3
+ 0 =
1
3
.
d. (*) Caloliamo la probabilità di estrarre una rossa da un'urna he ontiene almeno due rosse. Quest'urna
potrà essere dei seguenti tipi:
 A1: l'urna selta ha 2 rosse e 0 blu
 A2: l'urna selta ha 2 rosse e 1 blu
 A3: l'urna selta ha 2 rosse e 2 blu
 A4: l'urna selta ha 3 rosse e 0 blu
 A5: l'urna selta ha 3 rosse e 1 blu
Detto RR l'evento estrazione di una pallina rossa da un'urna he ne ontiene almeno due abbiamo
P (RR) = P (A1)P (RR|A1) + P (A2)P (RR|A2) + P (A3)P (RR|A3) + P (A4)P (RR|A4) + P (A5)P (RR|A5)
=
1
3
((3
2
)
S4,2
90
· 1 +
(
3
2
)(
3
1
)
S3,2
90
· 2
3
+
(
3
2
)(
3
2
)
S2,2
90
· 1
2
+
(
3
3
)
S3,2
90
· 1 +
(
3
3
)(
3
1
)
S2,2
90
· 3
4
)
=
1
270
(21 + 18 + 4.5 + 3 + 2.25)
=
48.75
270
= 0, 18
per ui la probabilità rihiesta è 36%.
e. f. Ci aspettiamo he le 3 urne ontengano mediamente lo stesso numero di palline rosse. E siome il
numero totale di palline rosse è 3 abbiamo he il valore atteso di palline rosse in un'urna è 1 e quindi
E[X ] = 1. Caloliamo ora la densità:
P (X = 3) = P (A4) + P (A5) =
2
90
e
P (X = 2) = P (A1) + P (A2) + P (A3) =
19
90
.
Ora P (X = 1) lo possiamo anhe alolare riordando he E[X ] = 1 per ui
1 = P (X = 1) + 2
19
90
+ 3
2
90
da ui
P (X = 1) =
49
90
e inne
P (X = 0) = 1− 46
90
− 19
90
− 2
90
=
23
90
.
g. Le variabili X e Y sono dipendenti in quanto, ad esempio,
0 = P (X = 0, Y = 0) 6= P (X = 0)P (Y = 0).
Eserizio 2 (10 punti) Consideriamo due variabili aleatorie X e Y indipendenti e denite sullo stesso spazio
di probabilitá. X é esponenziale di media 1, Y é ontinua uniforme di media 1.
a. Srivere la densitá e la funzione di ripartizione di X .
b. Determinare la densitá di Y sapendo he P (X > 1, Y < 2) = 1
5
.
. Determinare la densitá di max(X,Y ).
Soluzione
a. Si ha
fX(s) =
{
e−s s > 0
0 s < 0
e
FX(t) =
{
1− e−t t ≥ 0
0 t < 0
b. Abbiamo
P (X > 1)P (Y < 2) =
1
5
da ui P (Y < 2) = e
5
∼ 0.544. Sia Y ∼ U([a, b]). Abbiamo a + b = 2 dal dato sulla media.
La funzione di ripartizione di Y è data da FY (t) =
t−a
b−a
se t ∈ [a, b] e quindi e
5
= FY (2) =
2−a
b−a
.
Sostituendo b = 2− a e risolvendo otteniamo
a =
2e− 10
2e− 5 ∼ −10.45
e quindi b = 2e
2e−5
∼ 12.45.
. La funzione di ripartizione del massimo di due variabili indipendenti è data dal prodotto delle rispet-
tive funzioni di ripartizione. Per ui otteniamo
F (t) =


0 t ≤ 0
(1− e−t) t−a
b−a
0 ≤ t ≤ b
(1− e−t) t ≥ b
La densità si ottiene derivando la funzione di ripartizione per ui abbiamo
f(t) =


0 t ≤ 0
e−t t−a
b−a
+ (1− e−t) 1
b−a
0 ≤ t ≤ b
e−t t ≥ b
Eserizio 3 (10 punti) Un orridore si allena eettuando 10 giri di 400 metri registrando i seguenti tempi
(espressi in seondi): 120, 124, 110, 130, 128, 130, 108, 126, 112, 114.
a. Determinare le veloitá ottenute nei 10 giri (espresse in m/s e in min/km).
b. Determinare la veloitá media omplessiva (espressa in m/s e in min/km).
. Determinare la varianza delle veloitá (espresse in min/km).
d. Determinare l'intervallo di ondenza al 95% per il valore atteso della veloitá in un giro di ampo
di allenamento di questo orridore (espressa in min/km).
Soluzione.
a. Le veloità in m/s sono 400
120
,
400
124
,
400
110
,
400
130
,
400
128
,
400
130
,
400
108
,
400
126
,
400
112
,
400
114
.
Le veloità inmin/km sono date da t
400
1000
60
= t
24
per ui sono
120
24
,
124
24
,
110
24
,
130
24
,
128
24
,
130
24
,
108
24
,
126
24
,
112
24
,
114
24
.
b. Per ottenere la veloità media in m/s bisogna fare la media armonia delle singole veloitá. Per
ottenere quella in min/km basta farne la media ampionaria. Oppure sempliemente onsiderare
tempo totale (1202 seondi) e spazio totale (4000 metri), per ui la veloità media omplessiva è
4000/1202 = 3.328m/s e 1202
60·4
= 5.008min/km.
. Caloliamo la media (ampionaria) dei quadrati delle veloià espresse in min/km. Otteniamo
1
10
(
1202 + 1242 + 1102 + 1302 + 1282 + 1302 + 1082 + 1262 + 1122 + 1142
242
= 25.20.
per ui la varianza è σ2 = 25.20− (5.008)2 = 0.12min2/km2.
d. La semiampiezza dell'intervallo di ondenza è
1.96
σ√
10
= 1.96
0.35√
10
= 0.22
per ui l'intervallo di ondenza è
[4.79, 5.23]
intervallo piuttosto ampio date le piole dimensioni del ampione.
